
УДК 37.016:[514.122+514.142]

Кадубовський О.А., Чиркова Н.О.

1 кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри геометрiї та МВМ, ДВНЗ «ДДПУ»
2 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: kadubovs@ukr.net, chirkova n@ukr.net

ПРО МЕТРИЧНI ЗАДАЧI «ТЕОРIЇ ПРЯМИХ I ПЛОЩИН У
ПРОСТОРI» В АФIННИХ КООРДИНАТАХ

В статтi висвiтлюється один iз можливих пiдходiв до вивчення змiстового модуля
«Метричнi задачi теорiї прямих i площини у просторi» за хронологiєю, що базується на
найбiльш доцiльнiй послiдовностi ключових задач та їх викладi саме в афiнних координа-
тах, на вiдмiну вiд традицiйного викладу в прямокутних декартових координатах.
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Вступ
Тема «Метричнi задачi на ... в афiнних координатах» (надалi – «МЗвАК»)

є невiд’ємною змiстовою складовою об’єднаного курсу лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей
«класичних» унiверситетiв [6, 1].

Дисциплiни «Лiнiйна алгебра та аналiтична геометрiя» i «Аналiтична гео-
метрiя» є нормативними дисциплiнами освiтньо-професiйних програм (ОПП)
пiдготовки майбутнiх викладачiв фiзики та математики. Проте, на превели-
кий жаль, вiдповiдними ОПП пiдготовки зазначених фахiвцiв для наведених
дисциплiн не передбачено вивчення змiстових модулiв «МЗвАК». Можли-
во тому, в бiльшостi рекомендованих пiдручникiв, методичних посiбникiв та
збiрникiв задач з аналiтичної геометрiї для студентiв педагогiчних ВНЗ ме-
тричнi задачi розглядають виключно в прямокутних координатах.

Оскiльки подальша викладацька дiяльнiсть випускникiв магiстратури
(педагогiчних ВНЗ) за фiзико-математичними спецiальностями передбачає
готовнiсть до навчання спецiалiстiв рiзного профiлю, то сьогоднi перед вiт-
чизняними ВНЗ, що готують майбутнiх викладачiв, постало надважливе
завдання — формувати фахiвцiв iз високим рiвнем професiйної компетентно-
стi [7]. Необхiднiсть отримання студентами бiльш фундаментальних знань,
зокрема iз зазначеної теми, й визначає проблему вибору можливих пiдходiв
до вирiшення поставленого завдання.
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Результати кiлькiсного та якiсного аналiзу дидактичного забезпечення
«Метричної теорiї прямих i площин у просторi» за найбiльш розповсюдже-
ними i рекомендованими пiдручниками та збiрниками задач [6]–[10], [9]–[1]
дозволяють констатувати, що:
— систематизацiя та виокремлення ключових метричних задач «Теорiї пря-
мих i площин у просторi» в явному виглядi, навiть для випадку прямокутних
координат, залишаються недостатньо висвiтленими питаннями;
— «рiзноманiття» задач, здебiльшого, досягається за рахунок розгляду рiзних
способiв задання прямої та площини, несуттєвих додаткових умов або ж за
рахунок розгляду аналогiчних задач з iншими числовими даними;
— задачам без числових даних та задачам дослiдницького характеру також
придiляється недостатня увага, а їх роль взагалi затушовується;
— в бiльшостi iснуючих збiрниках вiдсутнi деякi досить важливi задачi,
знання та навички розв’язання яких безсумнiвно сприятимуть формуванню
належного рiвня професiйної компетентностi майбутнiх викладачiв ВНЗ.

Втiшає те, що зазначених вад, принаймнi частково, позбавленi збiрники
задач [6, 4, 9].

Однак окреслений ряд iснуючих проблемних питань свiдчить про акту-
альнiсть та необхiднiсть проведення додаткових розвiдок, пов’язаних iз систе-
матизацiєю та виокремленням ключових метричних задач «Теорiї прямих i
площин у просторi», зокрема в афiнних координатах. У зв’язку з цим основнi
завдання нашого дослiдження полягали у:
— розв’язуваннi наявних задач з обраної теми саме в афiнних координатах;
— їх систематизацiї за найбiльш доцiльним та ефективним (на думку авторiв)
для вивчення i засвоєння хронологiчним порядком;
— виокремленнi з них «ключових».

Як з’ясувалося, роздiли «МЗвАК» вперше було запропоновано П.С. Мо-
деновим i О.С. Пархоменком у 1976 р. у збiрнику задач [9]. Причому всi
задачi таких роздiлiв авторами було вiднесено до задач теоретичного харак-
теру та пiдвищеної складностi. Один з можливих пiдходiв до систематизацiї
та виокремлення ключових метричних задач «Теорiї прямих на площинi» в
афiнних координатах викладено у роботi [5]. Представлену статтю можна
вважати її логiчним продовженням.

Отже, мета даної статтi полягає у висвiтленнi авторського досвiду iз
систематизацiї та виокремлення «ключових» задач, їх доповненнi вправами-
наслiдками та задачами-наслiдками теоретичного характеру, якi б (у певному
розумiннi) «повно» охоплювали метричнi задачi «Теорiї прямих i площин у
просторi».
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Основна частина
Досвiд спiлкування зi студентами фiзико-математичних спецiальностей,

на превеликий жаль, свiдчить про невисокий рiвень геометричної культури.
На нашу думку, основна причина — хаотичне нагромадження в пам’ятi сту-
дентiв сукупностi понять i фактiв з фундаментальних дисциплiн та невисокий
рiвень усвiдомлення взаємозв’язкiв мiж ними.

Психологи О.В. Скрипченко, Т.М. Лисянська та iн. зазначають, що зна-
ння вважаються засвоєними лише тодi, коли вони зберiгаються в пам’ятi в
узагальненому, згорнутому виглядi як вибудованi, усвiдомленi, гнучкi теоре-
тичнi положення, якi виражають свiтогляд та систему переконань.

Як вiдомо, особливiстю курсу аналiтична геометрiя є його (майже без-
прецедентна) геометрична наочнiсть. I тому, саме через цю обставину, для
розвитку бiльш фундаментальних математичних уявлень, та з метою досяг-
нення наочностi алгебраїчних абстракцiй i лаконiчностi геометричних до-
ведень необхiдно здiйснювати цiлеспрямоване навчання взаємопов’язаному
використанню i «взаємоперекладам» мiж природними для лiнiйної алгебри
та аналiтичної геометрiї формами iнформацiї: геометричною наочнiстю i сим-
вольними образами.

На нашу думку, вивчення змiстових модулiв «МЗвАК» в курсi аналiти-
чної геометрiї сприятиме бiльш свiдомому розумiнню студентами наукових
iдей та методiв аналiтичної геометрiї взагалi, її мiсця серед iнших матема-
тичних дисциплiн та взаємозв’язку з ними. Зазначимо, що ще Б.Н. Делоне
наголошував на необхiдностi широкого розвитку афiнної точки зору, бо зв’я-
зок аналiтичної геометрiї з такими важливими роздiлами математики, як
аналiз i алгебра, вiдбувається саме через афiнну i метричну геометрiю [3].

Непоодинокий досвiд використання (адаптацiї) технологiї навчання ма-
тематицi за Р.Г. Хазанкiним дозволяє стверджувати, що робота викладача
з вибору ключових задач до певного змiстового модуля математичної дис-
циплiни дає можливiсть забезпечити необхiдний фундамент для навчання
студентiв розв’язувати бiльш складнi задачi з вiдповiдної теми.

У зв’язку з цим, пропонований нами пiдхiд базується на використаннi кон-
кретної системи «ключових» задач (саме в афiнних координатах). Причому,
кожну з них «оснащено» вправами-наслiдками та задачами-наслiдками, якi
«традицiйно» вiдносять до так званих «типових» задач.

Пiд ключовою задачею ми будемо розумiти задачу, в результатi розв’я-
зання якої встановлюється математичний факт, що часто використовується
при розв’язаннi iнших задач.
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Пiд вправою-наслiдком — задачу «iлюстративного» характеру, яка є три-
вiальним тлумаченням вiдповiдної ключової задачi у частинних її проявах
та /або iнтерпретацiях.

Пiд задачею-наслiдком — ту, яка надає зразок застосування (отриманого
у вiдповiднiй(их) ключовiй(их) задачi(ах)) результату чи способу її розв’язу-
вання (розкриває суть прийому).

Одна iз особливостей пiдходу полягає в тому, що всi пропонованi задачi
сформульовано у загальному виглядi (без числових даних). Останнє зовсiм не
означає, що головною метою є одержання кiнцевої формули, як формальне
її узагальнення на випадок афiнних координат. Навпаки — вона повинна бу-
ти результатом свiдомого, по-крокового розв’язування, кiнцевим продуктом
якого є вiдповiдний алгоритм.

Крiм того, розв’язання зазначених задач в афiнних координатах при-
пускають алгоритми, що майже позбавленi необхiдностi в апелюваннi до
геометричної наочностi (як вихiдного пункту мiркувань), якi без змiн (проте
з очевидними значними спрощеннями) доцiльно використовувати при розв’я-
зуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.

На нашу думку, такий спосiб подачi матерiалу сприятиме формуванню у
студентiв саме систематизованих знань, якi слiд розглядати i як засiб, i як
мету вивчення змiстового модуля «МЗвАК» iз зазначеної теми.

Одержанi в роботi результати можуть бути теоретичною та дидактичною
основою викладання змiстового модуля «Метричнi задачi теорiї прямих i пло-
щин у просторi» об’єднаного курсу з аналiтичної геометрiї та лiнiйної алгебри
для студентiв фiзико-математичних спецiальностей. Розв’язки запропонова-
них задач (у загальному виглядi) доцiльно використовувати у двох аспектах:

з одного боку — пiд час добору задач iз новими числовими даними,
з iншого боку — як самостiйний iнструментарiй для розв’язування ши-

рокого кола метричних задач на многогранники з вiдомими довжинами
(трьох) ребер зi спiльною вершиною та кутами мiж ними.

Перш нiж перейти до ознайомлення iз результатами систематизацiї та ви-
окремлення ключових метричних задач «Теорiї прямих i площин у просторi»
в афiнних координатах, зазначимо, що студентам, пiсля вивчення змiстового
модуля «Елементи векторної алгебри», достатньо усвiдомлювати базовi по-
няття «Методу координат» та факти, що вичерпуються наступними

Означення 1. Узагальненою декартовою (або ж афiнною) системою коор-
динат у просторi називають впорядковану сукупнiсть трьох осей коорди-
нат, що не лежать в однiй площинi та проходять через одну точку O ,
яка є початком координат на кожнiй з осей.
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Iншими словами — афiнна система координат у просторi цiлком визначається
точкою O (початок координат) та впорядкованою трiйкою некомпланарних
векторiв −→e1 ,−→e2 ,−→e3 зi спiльним початком у точцi O . Напрями цих векторiв ви-
значають додатнi напрями координатних осей OX (абсцис), OY (ординат)
та OZ (аплiкат) вiдповiдно.
Означення 2. Простiр з фiксованою узагальненою декартовою (афiнною)
системою координат називають (афiнним) координатним простором.

Означення 3. Метричними коефiцiєнтами gij базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} (в прос-
торi) називають наступнi скалярнi добутки

gij = ⟨−→ei ,−→ej ⟩ = |−→ei | · |−→ej | · cos∠ (−→ei ,−→ej ) ∀i, j ∈ {1, 2, 3}. (1)

Матрицю G = (gij) , елементами якої є зазначенi добутки, називають матри-
цею Грама метричних коефiцiєнтiв базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} . Оскiльки gij = gji ,
то GT = G , де GT — матриця, транспонована до матрицi G .

Добре вiдомо, що якщо два вектори вiдносно базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} задано
координатами −→a = {a1, a2, a3} ,

−→
b = {b1, b2, b3} , то їх скалярний добуток

можна обчислити за формулою⟨−→a ,−→b ⟩ =
3∑
i=1

3∑
j=1

gijaibj =
(
a1 a2 a3

)
◦G ◦

 b1
b2
b3

 = AT ◦G ◦B, (2)

де A i B – матрицi-стовпцi, елементами яких є координати векторiв −→a i
−→
b

вiдповiдно, AT – матриця-рядок, що є транспонованою до матрицi A [1].
Оскiльки ⟨−→a ,−→a ⟩ = |−→a |2 , то

|−→a | =
√
AT ◦G ◦ A. (3)

Площу паралелограма, побудованого на двох неколiнеарних векторах
−→p = {p1; p2; p3} i −→q = {q1; q2; q3} можна обчислити за формулою

S� =

√∣∣∣∣ P T ◦G ◦ P P T ◦G ◦Q
P T ◦G ◦Q QT ◦G ◦Q

∣∣∣∣, (4)

де P T =
(
p1 p2 p3

)
, QT =

(
q1 q2 q3

)
, а об’єм паралелепiпеда, побудо-

ваного на трьох некомпланарних векторах −→p = {p1; p2; p3} , −→q = {q1; q2; q3}
i −→r = {r1; r2; r3} — за формулою

V =
√
|G| ·mod

∣∣∣∣∣∣
p1 p2 p3
q1 q2 q3
r1 r2 r3

∣∣∣∣∣∣ . (5)

Бiльш детально з наведеними поняттями та фактами можна ознайоми-
тись, наприклад в [6]–[11], [12], [10], [9]–[1].
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Нижче, без додаткових пояснень, представлено результат систематиза-
цiї та виокремлення «ключових» метричних задач теорiї прямих i площин у
просторi в афiнних координатах. Також наведено вправи-наслiдки та задачi-
наслiдки теоретичного i дослiдницького характеру, якi, по сутi, й складають
основу авторського пiдходу до вивчення та викладання змiстового модуля
«МЗвАК» з вiдповiдної теми у курсi лiнiйної алгебри та/або аналiтичної гео-
метрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей.

В умовах всiх наведених нижче задач координати даних точок i векторiв
та рiвняння прямих i площин задано вiдносно фiксованої афiнної системи
координат з матрицею Грама G = (gij) .

Ключова задача 1. Знайти рiвняння площини, яка проходить через дану
точку та має даний нормальний вектор.

Вправа-наслiдок 1-1. Знайти рiвняння площини, яка проходить через
дану точку перпендикулярно прямiй, заданiй канонiчним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 1-2. Знайти рiвняння площини, яка проходить через
дану точку перпендикулярно прямiй, заданiй як перетин двох площин.

Ключова задача 2. Знайти координати нормального вектора площини,
заданої параметричним рiвнянням.

Задача-наслiдок 2.1. Знайти координати нормального вектора площи-
ни, заданої загальним рiвнянням.

Ключова задача 3. Знайти необхiдну та достатню умову перпендику-
лярностi
1) прямих, заданих канонiчними рiвняннями;
2) площин, заданих загальними рiвняннями;
3) прямої i площини, заданих канонiчним та загальним рiвняннями вiд-
повiдно.

Вправа-наслiдок 3-1. Знайти необхiдну та достатню умову перпенди-
кулярностi
1.1) прямої, заданої як перетин двох площин, та прямої, заданої канонiчним
рiвнянням;
1.2) прямих, що є перетином вiдповiдних пар площин, заданих загальними
рiвняннями;
2.1) площин, заданих параметричним та загальним рiвняннями вiдповiдно;
2.2) площин, заданих параметричними рiвняннями;
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3.1) прямої i площини, заданих канонiчним та параметричним рiвняннями
вiдповiдно;
3.2) прямої, заданої як перетин двох площин, i площини, заданої парамет-
ричним рiвнянням.

Задача-наслiдок 3.1. Знайти рiвняння прямої, що проходить через дану
точку перпендикулярно до площини, заданої загальним рiвнянням.

Задача-наслiдок 3.2. Знайти рiвняння площини, що проходить через
дану точку перпендикулярно до кожної з двох непаралельних площин, зада-
них загальними рiвняннями.

Задача-наслiдок 3.3. Знайти рiвняння площини, що мiстить пряму, за-
дану канонiчним рiвнянням, та є перпендикулярною до площини, заданої
загальним рiвнянням.

Ключова задача 4. Знайти косинус (синус) гострого кута мiж
1) прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
2) площинами, заданими загальними рiвняннями;
3) прямою, заданою канонiчним рiвнянням, та площиною, заданою за-
гальним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 4-1. Знайти косинус (синус) гострого кута мiж
1) прямою, заданою канонiчним рiвнянням, та координатними осями;
2) площиною, заданою загальним рiвнянням, та координатними осями;
3) координатною вiссю та координатною площиною, яка її не мiстить;
4) координатними осями та координатними площинами вiдповiдно;
5) координатними площинами

5.1) ZOX та XOY ; 5.2) XOY та Y OZ ; 5.3) Y OZ та ZOX ;
6) координатними осями

6.1) OX та OY ; 6.2) OY та OZ ; 6.3) OZ та OX .

Ключова задача 5. Знайти рiвняння прямих, якi проходять через дану
точку та перетинають пряму, задану канонiчним рiвнянням, пiд даним
гострим кутом.

Вправа-наслiдок 5-1. Знайти рiвняння прямих, що проходять через
дану точку та утворюють даний кут з координатною вiссю
1) OX ; 2) OY ; 3) OZ .

Задача-наслiдок 5.1. Знайти рiвняння прямої, яка проходить через да-
ну точку перпендикулярно до прямої, заданої канонiчним рiвнянням.

Ключова задача 6. Знайти вiдстань вiд даної точки до
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.
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Вправа-наслiдок 6-1. Обчислити вiдстань
1.1) вiд даної точки до площини, заданої загальним рiвнянням;
1.2) вiд даної точки до координатних площин;
1.3) вiд початку координат до площини, заданої загальним рiвнянням;
1.4) мiж паралельними площинами, заданими загальними рiвняннями;
1.5) мiж мимобiжними прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
1.6) мiж паралельними прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
1.7) вiд даної точки до певної координатної осi.

Задача-наслiдок 6.1. Знайти рiвняння бiсекторних площин двогранних
кутiв, утворених площинами, заданими загальними рiвняннями.

Задача-наслiдок 6.2. Знайти рiвняння бiсекторних площин двогранних
кутiв, утворених координатними площинами

1) Y OZ та ZOX ; 2) ZOX та XOY ; 3) XOY та Y OZ .

Ключова задача 7. Визначити координати ортогональної проекцiї даної
точки на
1) площину, задану загальним рiвнянням;
2) пряму, задану канонiчним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 7-1. Знайти координати ортогональної проекцiї точки
1) на координатнi площини;
2) на координатнi вiсi.

Задача-наслiдок 7.1. Знайти координати точки, симетричної данiй точ-
цi вiдносно
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.

Задача-наслiдок 7.2. Знайти рiвняння ортогональної проекцiї прямої,
заданої канонiчним рiвнянням, на площину, задану загальним рiвнянням.

Задача-наслiдок 7.3. Знайти рiвняння площини, симетричної до пло-
щини, заданої загальним рiвнянням, вiдносно площини, заданої загальним
рiвнянням.

Ключова задача 8. Знайти координати основ спiльного перпендикуляра
до двох мимобiжних прямих.

Задача-наслiдок 8.1. Знайти рiвняння прямої, яка мiстить спiльний
перпендикуляр двох мимобiжних прямих, заданих канонiчними рiвняннями.
Ключова задача 9. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, зада-
нiй канонiчним рiвнянням, вiдносно
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.
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Вправа-наслiдок 9-1. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, за-
данiй канонiчним рiвнянням, вiдносно координатних площин.

Вправа-наслiдок 9-2. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, за-
данiй канонiчним рiвнянням вiдносно певної координатної осi.
Ключова задача 10. Знайти рiвняння площини, яка вiдстоїть вiд поча-
тку координат на вiдстанi p та утворює з осями координат кути ψ1 , ψ2

i ψ3 вiдповiдно.
Задача-наслiдок 10.1. Звести загальне рiвняння площини до нормаль-

ного виду.
Задача-наслiдок 10.2. Знайти синуси кутiв мiж площиною, заданою

загальним рiвнянням, та координатними осями.
Задача-наслiдок 10.3. Знайти необхiднi та достатнi умови, яким по-

виннi задовольняти кути ψ1 , ψ2 i ψ3 iз задачi 10.

Ключова задача 11. Знайти рiвняння площин, якi мiстять пряму, зада-
ну канонiчним рiвнянням, та утворюють даний гострий кут з площиною,
заданою загальним рiвнянням.

Ключова задача 12. Знайти рiвняння площини, яка мiстить пряму, за-
дану канонiчним рiвнянням, i вiдстоїть вiд даної точки на данiй вiдстанi.

Зауважимо, що вправи- i задачi-наслiдки повиннi добиратися викладачем
з урахуванням не лише суб’єктивних чинникiв а й реального бюджету часу.
Висновки

В представленiй роботi запропоновано один iз можливих пiдходiв до ви-
вчення метричних задач «Теорiї прямих та площини в просторi». Зокрема,
наведено 12 ключових задач, 44 вправ-наслiдкiв та 21 задач-наслiдкiв теоре-
тичного характеру, якi (в певному розумiннi) «повно» охоплюють метричнi
задачi на пряму i площину в просторi в афiнних координатах.

Одержанi авторами алгоритми до розв’язання наведених задач без змiн,
проте з очевидними значними спрощеннями, доцiльно i зручно використову-
вати при розв’язуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.
Тому запропонований пiдхiд, безсумнiвно, можна i доцiльно використовувати
й при традицiйному вивченнi вiдповiдної теми в прямокутних координатах.

Апробацiя запропонованого пiдходу вiдбувалась пiд час викладання
спецкурсу «Вибранi питання математики» для студентiв 5 курсу фiзико-
математичного факультету ДДПУ. Результати впровадження наведеної сис-
теми задач дозволяють констатувати, що ознайомлення студентiв з метри-
чними задачами в афiнних координатах викликало iнтерес, спонукало їх до
творчої дiяльностi та посилювало розумiння ними мiжпредметних зв’язкiв.
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Студенти (за порiвняно нетривалий час) опанували необхiднi навички та по-
казали достатнiй рiвень залишкових знань.

На нашу думку, цiкавим i цiлком досяжним здається проведення дослiд-
жень, присвячених оберненим задачам — «на знаходження метричних коефi-
цiєнтiв». Маємо надiю, що наведений матерiал буде корисний студентам ВНЗ
пiд час вивчення вiдповiдної теми курсу «Аналiтична геометрiя» та зацiка-
вить викладачiв, якi викладають цю дисциплiну, як довiдково-дидактичний
матерiал, який значно доповнює вiдповiднi параграфи [8], [7]–[1].
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